
Topological band structures in AMO physics

Tomoki Ozawa 
Advanced Institute for Materials Research, Tohoku University 

Email: tomoki.ozawa.d8@tohoku.ac.jp 

@ Summer School “Enrico Fermi”, Varenna 
July 1 - 7, 2022



Haldane model



Haldane model: Bloch states 

(a) φ = 0, M = t2 (b) φ = π/4, M = 0

図 9 Haldane 模型の固有状態を矢印として波数空間で表示したもの。t2 = 0.1t1 としている。z 軸は
矢印の z成分を表しているが特に意味はない。左はトポロジカルに自明で右は非自明。

知られている。この球面上の点を単位長のベクトルとして表したものが各点の矢印である。より具体的に
書くと、（無限遠点を含む）複素数 z に対して３次元空間に埋め込まれた単位球上の点を次のように対応さ
せる：
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以上の説明をもう少し数学的な言葉で言うと、Hk の固有状態で定数倍を同一視したものは複素射影空間
CP 1 の元なので、立体射影を通じた CP 1 と球面 S2 の同相関係を用いて球面上の点を図示しているという
ことである。
さて、図 9(a)では矢印が全て下を向いている。上を向いた矢印が存在しないということは矢印が球面を
覆っていないことを意味し、トポロジカルには自明な状態に対応する。一方、図 9(b)では矢印が上も下も
向いており、矢印が全体として球面を一回覆っている。これがトポロジカルに非自明な状態である。矢印
が球面を何回覆うかというのを定量的に計算する方法がある。波数 k に関する正規化された（長さが１の）
固有状態をケット表示して |un(k)〉と書く。ここで nは何番目の固有状態を見ているか、つまりどのバン
ドなのかを指定している。固有状態の矢印が波数空間でどの程度曲がっているのかを定量的に表す量とし
て Berry曲率 Ω(k)という量を定義できる。

Ω(k) = i
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ここで ∣∣∣∂un(k)
∂ki

〉
= ∂

∂ki
|un(k)〉のような記法を用いている。この Berry曲率は |un(k)〉の位相の不定性に

依存しないいわゆるゲージ不変な量である。Berry曲率は波数空間の各点での固有状態の「曲がり方」を表
しているが、これを波数空間全体で積分すると全体として固有状態の矢印が球面を何回覆っているのかを
表すトポロジカル数（不変量）が得られる：

C =
1

2π

∫

波数空間 d2kΩ(k). (2.9)
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(a) φ = 0, M = t2 (b) φ = π/4, M = 0
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Trivial Topological



Haldane model: band structure and edge states 

のままであり、ハミルトニアンを各 ky で対角化してスペクトルを計算することができる。その結果を図 10

に示す。左が Chern数がゼロの場合、真ん中が Chern数が１の場合、そして、右が x方向にも周期境界条
件を取りエッジを無くした場合のスペクトルである。Chern数が１のときには上下のバンドをつなぐモー
ドが存在するが、これがエッジに局在したモードである。２本の線で繋がれているが、そのうちの一つが系
の右側に局在し、もう一つが左側に局在している。これらギャップ内モードの固有状態の波動関数を実空
間でプロットしたのが図 10(d) と (e) である。バンド間を左下から右上につなぐ線は右側のエッジに局在
し、左上から右下につなぐ線は左側のエッジに局在していることが分かる。２本の線が系の周囲をまわる
モード１つ分に対応している。Chern数がゼロの場合にはバンドをつなぐモードは存在しないことが分か
る。ただし、バンドギャップをつながないエッジモードの存在は見てとれる。Chern数とバルク・エッジ
対応が教えてくれるのはあくまでもバンド間をつなぐエッジモードの数である。周期境界条件の場合（右
図）にはもちろんエッジモードはどこにも存在しない。

(a) φ = 0, M = t2 (b) φ = π/4, M = 0 (c) φ = π/4, M = t2, 周期境界条件
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(d) φ = π/4, M = 0のときのエッジ状
態（赤い点）
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(e) φ = π/4, M = 0 のときのエッジ状
態（緑の点）

図 10 Haldane 模型のエネルギースペクトルを ky の関数としてプロット。t2 = 0.1t1 としている。
(a)と (b)では x方向に境界を考えている。(c)は周期境界条件。(d, e)エッジ状態の波動関数の実空間
の分布。

バンドをつなぐエッジ状態のうち右側に局在したモードは主に一つの方向に群速度を持ち、左側に局在
したモードは逆方向の群速度を持つ。（群速度の向きはバンド構造の傾きから分かる。）右側をある方向に
伝播するモードが仮に不純物にぶつかったとしても、逆向きに進むモードは（左側のエッジまで散乱しない
限り）存在せず、結局不純物を迂回してもとの方向に流れ続けることになる。このように一方向にしか流れ
ないエッジ状態をカイラルエッジ状態と呼ぶ。カイラルエッジ状態は逆向きに散乱しないためロバストで、
このロバスト性がトポロジカルバンド構造の応用への興味も生んでいる。
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Harper-Hofstadter model
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Horizontal hopping is 1 
Vertical hopping has x-dependent phase 
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Harper-Hofstadter model: band structureて計算している。バンド間をつなぐ状態が発生していることがわかる。このバンド間の状態を二つ選んで
その Bloch関数の空間分布を表示したのが図 14(d,e)であり、実際にエッジに局在していることがわかる。

(a) α = 1/3 (b) α = 1/4 (c) α = 1/5
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(d) ky = 0、(c)の緑点
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(e) ky = π/2、(c)の赤点
図 14 (a-c) x 方向に 100 サイトを考えエッジをつけた場合の Harper-Hofstadter 模型のエネルギー
スペクトルを ky の関数としてプロット。(d,e) α = 1/5 でエッジ状態を二つ選んで Bloch 波動関数の
空間分布をプロット。選んだ点は (c)で緑と赤の点で示してある。

2.2.4 Chern絶縁体の数学
上で固有状態の曲がり方を表す Berry 曲率やそれを積分した Chern 数を定義した。これらの数学的な
意味を簡単に解説する。波数空間のハミルトニアン Hk を対角化して得られる固有状態を |un(k)〉と書く。
以下の議論ではバンドインデックス nは固定する。Ni バンド系では Hk は Ni ×Ni のエルミート行列で
あり、|un(k)〉は Ni 成分の複素ベクトルである。固有状態に定数をかけても固有状態なので、固有状態は
|un(k)〉を基底とした一次元の複素ベクトル空間を指定すると言っても良い。つまり、nを固定した時、バ
ンドの固有状態は波数空間の各点に一次元複素ベクトル空間を対応させるものだと考えられる。波数空間
は（いま２次元を考えると）２次元のトーラスを成している。つまり、バンドの固有状態はトーラス上の複
素ベクトル束、特にベクトル空間が１次元なので複素線束（Complex Line Bundle）に対応している。Ni

成分ベクトル |un(k)〉 はこの複素線束の一つの切断を与えている。こうして問題はトーラス上の複素線束
のトポロジカルな分類ということになるが、ベクトル束の分類は数学的な研究が進んでおり、その結果を使
うことができる。
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